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1. はじめに
非加法的単調測度  \mu に関する積分   \int fd\mu として,Choquet 積分 , 菅野積分,Shilkret
積分,Lehrer 積分 (concave integral) , convex integral, 包除積分など数多く提案され
てきた.従って  L_{p} 空間も積分に応じて多種の定義が考えられる.  L_{p} の自然な位相構
造として
 d(f, g)=( \int|f-g|^{p}d\mu)^{\frac{1}{p}}




本講演では Lehrer 積分に関する  L_{p} 空間を考察する.
2. 非加法的単調測度
定義1 ([2, 4]) (X,  \mathcal{B}(X) ) を測度空間,即ち  \mathcal{B}(X) は集合 X上の  \sigma一加法族,とす
る.集合関数  \mu :  \mathcal{B}(X)arrow[0, +\infty] が非加法的単調測度とは
1.  \mu(\emptyset)=0,
2.  A\subset B,  A,  B\in \mathcal{B}(X) ならば  \mu(A)\leq\mu(B) (単調性)
が成り立つこと.  \mu が準劣加法的とは
3.  \exists K;\mu(A\cup B)\leq K(\mu(A)+\mu(B)),  A,  B\in \mathcal{B}(X)
を満たすこと.  K=1 のとき 劣加法的 と呼ばれる.  \mu が零加法的 とは
4.  A_{j}B\in \mathcal{B}(X)_{\grave{\eta}}\mu(B)=0 ならば  \mu(A\cup B)=\mu(A)
を満たすこと.  \mu が弱零加法的 とは
5.  A,  B\in \mathcal{B}(X),  \mu(A)=\mu(B)=0 ならば  \mu(A\cup B)=0
を満たすこと.  \mu が零連続とは
6.  A_{n},  A\in \mathcal{B}(X),  A_{n}\uparrow A,  \mu(A_{n})=0 ならば  \mu(A)=0
を満たすこと.  \mu が下から連続とは
7.  A_{n}\uparrow A,  A_{n},  A\in \mathcal{B}(X)\Rightarrow\mu(A_{n})\uparrow\mu(A) ,
を満たすこと.
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3. 準距離
定義2  T を集合とする.関数  \rho(x_{\grave{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}y) :   T\cross Tarrow[0, +\infty ) が準距離とは
1.  \rho(x, y)\geq 0,  \rho(x, y)=0\Leftrightarrow x=y,  x,  y\in T,
2.  \rho(x, y)=\rho(y, x) ,  x,  y\in T,
3.  \exists K\geq 1 ;  \rho(x, y)\leq K(\rho(x, z)+\rho(z, y)) ,  x,  y,  z\in T
が満たされること.2および3のみを満たすとき擬準距離と呼ぶ.
準距離は  x_{0},  x_{1},  x_{2} , ,  x_{n}\in T に対して次の式が成り立つ :
 d(x_{0}, x_{n})\leq K^{n-1} (á(  z_{0} , xl)  + d(xĨ,  x_{2})+\cdots+d(x_{n-1}, x_{n}) ).
ここで一般に   K^{n-1}arrow+\infty なので,完備性を考察する場合は不都合が出そうである.
更には三角不等式が成り立たないので






1.  d(x, y)=0\Leftrightarrow x=y,
2.  d(x, y)=d(y, x) ,
3.  \exists C\geq 1 :  d(x, y)\leq d(x, z)+Cd(z, y) . このときは次が成り立ち,かなり良い距
離である :
 d(x_{0}, x_{n})\leq d(z_{0}, x_{1})+C(d(x_{1}, x_{2})+\cdots+d(x_{n-1}, x_{n})) ,
lá(x, u)—á  (y, v)|\leq C(d(x, y)+d(u, v)) .
定義3 線形空間  L 上の関数  |x|_{L} :   Larrow[0, \infty ) が準ノルムとは
1.  |x|_{L}=0\Leftrightarrow x=0,
2.  |cx|_{L}=|c||x|_{L},
3.  \exists M\geq 1 ;  |x+y|_{L}\leq M(|x|_{L}+|y|_{L})
が満たされること.
このとき á  (x, y)=|x-y|_{L} は  L 上の準距離である.
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4. Lehrer 積分 ([3])
非負可測関数  f :  (X, \mathcal{B}(X))arrow[0, +\infty] に対する Lehrer 積分は次で定義される :




において,集合列  \{A_{i}\} は必ずしも disjoint ではないことに注意する必要がある.Lehrer
積分は,  f に対して考えうる最大の値を導出する積分である.
命題1([3])
(1)  f=0\mu-a.e.   \Rightarrow(L)\int_{X}fd\mu=0.
(2)  0 \leqq f\leqq g\Rightarrow 0\leqq(L)\int_{X}fd\mu\leqq(L)\int_{X}gd\mu.
(3)  (L) \int_{X}\chi_{A}d\mu\geqq\mu(A) .
(4) for  c>0 \Rightarrow(L)\int_{X}cfd\mu=c\cdot(L)\int_{X}fd\mu.
(5) for  f,   g \geqq 0\Rightarrow(L)\int_{X}(f+g)d\mu\geqq(L)\int_{X}fd\mu+(L)\int_{X}gd\mu [concavity].
5. 非加法的単調測度に関する仮定について
[要請1]
 \bullet  \mu の優加法性  \mu(A\cup B)\geq\mu(A)+\mu(B) を排除しない,即ち劣加法性は仮定しな
い,
 \bullet  L_{p} は準ノルムまたは準距離を持つことを要請する,
これらの条件を考慮し  \mu は準劣加法的とする.すなわち
 \exists K\geq 1_{7}\cdot\mu(A\cup B)\leq K(\mu(A)+\mu(B))
とする.
[要請2]
 \bullet 可測関数に次の同値関係を導入する :
 f\sim g\Leftrightarrow f=g\mu-a.e. \Leftrightarrow\mu(|f-g|>0)=0,
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この条件を考慮し,  \mu は零加法的であること
 \mu(N)=0\Rightarrow\mu(A\cup N)=\mu(A)
および零連続性
 A_{n}\uparrow A, \mu(A_{n})=0\Rightarrow\mu(A)=0
を仮定することがある (これはその都度明示する) .
6. Lehrer 積分に関するする関数空間  L_{p}(L)(1\leqq p<+\infty)
実可測関数  f :  (X, \mathcal{B}(X))arrow(-\infty, +\infty) に対して
 |f|_{p}:=((L) \int_{X}|f|^{p}d\mu)^{\frac{{\imath}}{p}},




1.  \mu が準劣加法的ならば  \mathcal{Z}_{p} は  \mathcal{L}_{p} の線形部分空間である.
2.  \mathcal{Z}_{p}\subset \mathcal{N}_{p}.
3.  \mu が零連続ならば  Z_{p}=\mathcal{N}_{p}である.
4.  \mu が零加法的ならば  |f\pm h|_{p}=|f|_{p},  h\in \mathcal{Z}_{p}.
Remark 命題 (5) より,  |f\pm h|_{1}=|f|_{1} ,  h\in \mathcal{N}.
Proof of 1
For  f,  g\in \mathcal{Z}_{p} , we have  \mu(f\neq 0)=\mu(g\neq 0)=0 . Since  \{f+g\neq 0\}\subset\{f\neq 0\}\cup\{g\neq
 0\} , by the zero‐additivity of  \mu , it follows that  \mu(f+g\neq 0)=0 . So that we have
 f+g\in \mathcal{Z}_{p}.
For every  t\neq 0 and  f\in \mathcal{Z}_{p} , we have  \mu(\{tf\neq 0\})=\mu(\{f\neq 0\})=0 , which implies
that  \mathcal{Z}_{p} is a linear space.
Proof of 2
Assume  f\in \mathcal{Z}_{p} , that is,  \mu(|f|^{p}>0)=0 . This implies  \mu(|f|^{p}>r)=0 for any  r>0.
Then for every simple function   \sum_{i=1}^{n}a_{i}\chi_{A_{i}}\leqq|f|^{p} , we have   \sum_{i=1}^{n}a_{i}\mu(A_{i})=0 and we
have  |f|_{p}=0.
Proof of 3
Assume  |f|_{p}=0 . If  \mu(|f|^{p}>0)>0 . By the continuity from below, there exists  r>0
such that  \mu(|f|>r)>0 . Then we have  |f|^{p}\geqq r^{p}\chi_{\{|f|>r\}} . By the definition of Lehrer
integral, it follows that  (L) \int_{X}|f|^{p}d\mu\geqq r^{p}\mu(|f|>r)>0 , which contradicts to  |f|_{p}=0.
So that we have  \mu(|f|>0)=0 which means  f=0\mu-a.e.
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Proof of 4
If we put  N=\{|h|>0\} , since  h\in \mathcal{Z}_{p} , we have  \mu(N)=0 . Since  1=\chi_{N}+
 \chi_{X\backslash N},  \mu(N)=0, by 命題1 (1), (5),
 (L) \int_{X}|f\pm h|^{p}d\mu = (L)\int_{X}(|f\pm h|^{p}\chi_{N}+|f\pm h|^{p}
\chi_{X\backslash N})d\mu
  \geqq (L)\int_{X}|f\pm h|^{p}\chi_{N}d\mu+(L)\int_{X}|f\pm h|^{p}
\chi_{X\backslash N}d\mu
 = (L) \int_{X}|f\pm h|^{p}\chi_{X\backslash N}d\mu=(L)\int_{X}|f|^{p}
\chi_{X\backslash N}d\mu.
Remark that  N is a strongly  \mu‐null set (零   7]\lceil\rfloor法性), So that we have  (L) \int_{X}|f|^{p}d\mu=
 (L) \int_{X}(|f|^{p}\chi_{X\backslash N}+|f|^{p}\chi_{N})d\mu=(L)\int_{X}
|f|^{p}\chi_{X\backslash N}d\mu . In fact, this follows from  \mu(A)=
 \mu([A\cap(X\backslash N)]\cup[A\cap N])=\mu(A\cap(X\backslash N)) .
補題2  \mu は準劣加法的かつ零加法的とする.このとき
1.  |cf|_{p}=|c| .  |f|_{p},  c\in \mathcal{R},  f\in \mathcal{L}_{p},
2.  |f+g|_{p}\leq 2K^{\frac{1}{p}}(|f|_{p}+|g|_{p}),  f,  g\in \mathcal{L}_{p}.
Proof
1. is clear.
2. First we shall show  |f+g|_{1}\leqq 2K\{|f|_{1}+|g|_{1}\},  f,  g(\geqq 0)\in \mathcal{L}_{1} . Let  0\leqq\varphi=
  \sum_{i=1}^{n}a_{i}\chi_{A_{i}}\leqq f+g . Then it holds either   f \geqq\frac{1}{2}\varphi or   g \geqq\frac{1}{2}\varphi . If we set  E(f)  :=\{x|
 2f(x)\geqq\varphi(x)\},  E(g)  :=\{x|2g(x)\geqq\varphi(x)\},  E(f)\cup E(g)=X and the simple function
 \psi=\chi_{E(f)}+\chi_{E(g)} satisfies  1\leqq\psi\leqq 2 . So that we have  \varphi\leqq\varphi\cdot\psi=\varphi\cdot\chi_{E(f)}+\varphi\cdot\chi_{E(g)}.
Since
  \varphi\cdot\chi_{E(f)}=\sum_{i=1}^{n}a_{i}\chi_{A_{i}\cap E(f)}\leqq 2f,
  \varphi\cdot\chi_{E(g)}=\sum_{i=1}^{n}a_{i}\chi_{A_{i}\cap E(g)}\leqq 2g,
we have
  \sum_{\dot{i}=1}^{n}a_{i}\mu(A_{i}\cap E(f))\leqq(L)\int_{X}2fd\mu=2(L)
\int_{X}fd\mu,
  \sum_{i=1}^{n}a_{i}\mu(A_{i}\cap E(g))\leqq(L)\int_{X}2gd\mu=2(L)\int_{X}
gd\mu.
By the quasi‐subadditivity of  \mu , for the set  A_{i}=\{A_{i}\cap E(f)\}\cup\{A_{i}\cap E(g)\} , we have
 \mu(A_{i})\leqq K(\mu(A_{i}\cap E(f))+\mu(A_{i}\cap E(g))) .
So that we have
  \sum_{i=1}^{n}a_{i}\mu(A_{i})
  \leqq K(\sum_{i=1}^{n}a_{i}\mu(A_{i}\cap E(f))+\sum_{i=1}^{n}a_{i}\mu(A_{i}
\cap E(g)))
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  \leqq 2K\{(L)\int_{X}fd\mu+(L)\int_{X}gd\mu\},
which implies  (L) \int_{X}(f+g)d\mu\leqq 2K\{(L)\int_{X}fd\mu+(L)\int_{X}gd\mu\}.
For  p\geqq 1 , by utilizing the case of  p=1 , we have
 |f+g|_{p}^{p}  =  (L) \int_{X}(|f+g|^{p})d\mu\leqq(L)\int_{X}2^{p-1}\{|f|^{p}+|g|^{p}\}d\mu
 = 2^{p-1}(L) \int_{X}(|f|^{p}+|g|^{p})d\mu\leqq 2^{p-1}2K\{(L)\int_{X}|f|^{p}
d\mu+(L)\int_{X}|g|^{p}d\mu\}
 = 2^{p}K\{|f|_{p}^{p}+|g|_{p}^{p}\}.
Lehrer’s  L_{p} space  L_{p}(L) の定義
  1\leqq p<+\infty とする.  \mu は準劣加法的かつ零加法的とする.このとき
 L_{p}(L)=\mathcal{L}_{p}/Z_{p}
 \Vert f+Z_{p}\Vert_{p}  :=|f|_{p} for  f+Z_{p}\in L_{p}(L) .
と定義する.
補題1より,  \Vert f+\mathcal{Z}_{p}\Vert_{p} は代表元の取り方に依らない.以下同値類  f+Z_{p} と代表元  f
を同一視し,  \Vert f\Vert_{p}=\Vert f+\mathcal{Z}\Vert_{p} と記す.
補題1, 2により  \Vert f\Vert_{p} を  L_{p}(L) 上に定義でき,  (L_{p}(L), \Vert f\Vert_{p}) は準ノルム空間となり,
以下を満たす ;
(1)  \Vert cf\Vert_{p}=|c|\Vert f\Vert_{p},  c\in lR,  f\in L_{p}(L) .
(2)  \Vert f+g\Vert_{p}\leqq 2K^{\frac{1}{p}}(\Vert f\Vert_{p}+\Vert g\Vert_{p}) for  f,  g\in L_{p}(L) .
例  D\subset X とし,測度  \mu を
 \mu(A)=1 if   A\cap D\neq\emptyset
 \mu(A)=0 if   A\cap D=\emptyset
とする.これは集合  D の定義関数  \chi_{D} を可能性分布関数とする可能性測度と呼ばれる
単調測度である.  \mu(A\cup B)=nlax\{\mu(A), \mu(B)\} を満たす.このとき




可測関数  f が本質的に有界であるとは
 \exists\alpha\geq 0 ;  \mu(|f|>\alpha)=0.
本質的に有界な関数  f に対して
 |f|_{\infty}= \inf\{\alpha\geq 0|\mu(|f|>\alpha)=0\}.
と置く.さらに
 \mathcal{L}_{\infty}=\{f||f|_{\infty}<+\infty\},





 \mu ha は零連続とする.このとき次は同値である.
 |f|_{\infty}=a
 \Leftrightarrow
(1)  \mu(|f|>a)=0 and
(2) for every  b<a,  \mu(|f|>b)>0.
このとき  |f|_{\infty}= \min\{\alpha\geq 0|\mu(|f|>\alpha)=0\} . である (定義中の inf は実際に最小
値を与える)
命題3
 |f|_{\infty} は  L_{\infty} のノ  )レムである.
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